
四、特征值问题

(1)  常规方法

例：若 ，求A的特征值，并判断A是否可对角化.
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(3)  利用特征值关系

例：设A,B∈R3×3 , AB=B+E，A的特征值为3,-3,0，求B的特征值.

A的特征值为λ i，则A-1, A*的特征值为 λ i
-1,|A|λ i

-1

tr(A)=Σλ i ， |A|=Πλ i

f(A)的特征值为 f(λ i)，其中f(x)=anxn+an-1x
n-1+…+a1x+a0

例：证明方阵A与AT有相同的特征值.

(2)  利用Aξ=λξ、|λE-A|=0、(λE-A)ξ=θ等原始公式

例： ， 为A-1的特征向量，求 k.
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线性代数问题分类2

例：A的各行元素之和均为2，求A的一个特征值和特征向量.

例：设A为n阶矩阵，若存在正整数k使得Ak=O，求|A+E|的值.



(4)  利用特征值特征向量的性质

例：3阶实对称矩阵A的特征值为-1,1,1 , 属于-1的特征向量(0,1,1)T , 求A.

例：若 ，求
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1≤ λ的无关特征向量个数≤λ的重数
不同特征值的特征向量无关
n阶方阵A可对角化A有n个无关特征向量
实对称矩阵不同特征值的特征向量正交
实对称矩阵可正交对角化

例：设3阶实对称矩阵A满足 r(A)=2，A3+2A2=O，求A的特征值.

(5)  利用矩阵等式处理

例：设对称A∈Rn×n 满足A2=A≠O, 证明有U∈Rn×r满足UTU=E, UUT=A.

例：n维非零列向量α, β满足αTβ=0，且有A=αβ T，证明A不可对角化.

例：α,β是A的属于特征值λ1, λ2的特征向量,λ1≠λ2,证明α+β不是特征向量.



例：若 ，求 a,b.
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(7)  利用相似矩阵有相同的特征值、迹和行列式

例：设A,B∈R3×3 , A~B,且 3E+2A, 2E+B, E-2B都不可逆 ,求A11+A22+A33 .

例：设A∈Rn×n，证明存在同阶可逆矩阵P 使得P -1AP为上三角矩阵.

(8)  利用数学归纳法

例：判断 是否相似, 若相似则求P使得B=P - 1AP.
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(6)  对角化问题

例：设A∈Rn×n 满足A2-3A+2E=O，证明A可对角化.

例： 有3个无关特征向量, 2为二重特征值,将矩阵对角化.
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五、二次型问题

(2)  利用定义

(1)  常规方法

(3)  利用特征值关系

例：设f(x1,x2,x3)=4x2
2-3x3

2+4x1x2-4x1x3+8x2x3，化标准形.

例：设列向量α∈Rn，且αTα= 1，证明 2E-ααT正定.

例：设A∈Rm×m 正定, B∈Rm×n , 证明 BTAB正定的充要条件是 r(B)=n.

例：设A , C为正定矩阵，且AX+XA=C有唯一解B，证明B对称正定.

(4)  利用顺序主子式

例：设 , Ax=θ有非零解, B正定, 求a.
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(5)  利用分块矩阵处理

例：设A∈Rm×m , B∈Rn×n都正定, 证明存在非零向量 ξ∈Rm+n 使得

( )T 0
0.
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例：f(x1,x2,x3)=xTAx,正交变换x=Py化标准形为2y1
2-y2

2-y3
2, 求 |3A*-2A-1|.

例：设A,B对称正定，且AB=BA，证明AB对称正定.



六、空间问题

(1)  求基

(2)  交空间与和空间

(3)  核空间与像空间

(4)  判定直和

例：设方程组x1+x2+…+xn=0的解空间是W1，方程组x1=x2=…=xn的解
空间是W2，证明Rn=W1⊕W2 .

例：设有向量 α1=(-2,-3,-4)T,α2=(4,6,8)T, β1=(2,4,4)T, β2=(7,4,15)T . 考虑子
空间S1=span{α1,α2}和S2=span{β1, β2},求子空间的交S1∩ S2与和S1+S2 . 

例：已知V 上线性变换T 在基 ε1,ε2,ε3下的矩阵为 ，求 T的

像空间与核空间的基,并将像空间与核空间的基分别扩展成 V下的基.
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例：求n阶实对称矩阵构成的线性空间的基.

例:V是n维线性空间, dimW1=dimW2=n-1, W1≠W2, 证明:dim(W1∩W2)=n-2.



例：设线性空间V的两组基 α1,α2,α3,α4和β1,β2,β3,β4有关系：α1+2α2=β3,

α2+2α3=β4, β1+2β2=α3, β2+2β3=α4，求从基α1,α2,α3,α4到基β1,β2,β3,β4

的过渡矩阵.

七、基变换问题

(1)  过渡矩阵

例：V上的线性变换T在基 e1=(1,0,0)T , e2=(0,1,0)T , e3=(0,0,1)T 下的矩阵

为 ，另一组基为 α1=2e1+3e2+e3 , α2=3e1+4e2+e3 , 

α3=e1+2e2+2e3 ，求变换T在 α1 , α2 , α3下的矩阵B，若向量 β=e1+6e2-e3，
求Tβ在基 e1,e2,e3下的坐标.
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(2)  不同基下的坐标和变换矩阵

例. 已知R3的两组基为ε1=(1,0,0)T,ε2=(0,1,0)T,ε3=(0,0,1)T和α1=(1,0,0)T, 

α2=(1,1,0)T, α3=(1,1,1)T，求在两组基下坐标相同的向量.


